
Ãëàâà 2

Íåéðîííûå ñåòè

� 2.1. Ââåäåíèå
Ïîêà ÷òî íè îäèí, äàæå ñàìûé ìîùíûé è ñîâðåìåííûé, êîìïüþòåð íå ìîæåò

ïî ñâîèì ñïîñîáíîñòÿì ñðàâíèòüñÿ ñ ÷åëîâå÷åñêèì ìîçãîì. Äà, êîìïüþòåðû ãîðàçäî
áûñòðåå âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, íî åñëè ìû õîòèì íàó÷èòü êîìïüþòåð
÷åìó-ëèáî áîëåå ñëîæíîìó, áîëåå ¾åñòåñòâåííîìó¿ � ïîíèìàòü åñòåñòâåííûé ÿçûê,
óçíàâàòü ëþäåé, ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, îáó÷àòüñÿ â øèðîêîì
ñìûñëå ýòîãî ñëîâà � êîìïüþòåð ïàñóåò ïåðåä ÷åëîâåêîì.

Ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò? Îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ, êîíå÷íî, íåò. Íà-
ïðèìåð, Ðîäæåð Ïåíðîóç â êíèãå ¾Íîâûé óì êîðîëÿ¿ [1] ðàññìàòðèâàåò è îòíþäü íå
îòâåðãàåò âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâå÷åñêèé ìîçã â ñâîåé ¾âû÷èñëèòåëüíîé¿ äåÿ-
òåëüíîñòè èñïîëüçóåò êâàíòîâûå ôåíîìåíû; òî åñòü êàæäûé èç íàñ íîñèò â ãîëîâå
ìîùíåéøèé èç èçâåñòíûõ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ.

Íî äàæå åñëè îñòàâèòü êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ çà áîðòîì, � âñ¼-òàêè ýòî âîâñå
íå îáùåïðèíÿòàÿ òåîðèÿ � óñòðîéñòâî íàøåãî ìîçãà ïðåäîñòàâëÿåò ïèùó äëÿ ëþáî-
ïûòíûõ ðàçìûøëåíèé. Ìîçã ñîñòîèò èç íåéðîíîâ, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðó-
ãîì â åäèíóþ áîëüøóþ ñåòü. Êîãäà íåéðîí âîçáóæäàåòñÿ, îí ïåðåäà¼ò ñâîèì ñîñåäÿì
ýëåêòðè÷åñêèå ñèãíàëû îïðåäåë¼ííîãî âèäà. Òå îáðàáàòûâàþò ñèãíàëû è ïåðåäàþò
äàëüøå, è òàê äàëåå.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòåé ïåðåäà÷è ñèãíàëà è ÷åëîâå÷åñêîé ðå-
àêöèè òàêîâî, ÷òî íà ñàìîì äåëå öåïî÷êà íåéðîíîâ, êîòîðûå óñïåëè áû âîçáóäèòüñÿ
ïåðåä ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ, íå ìîæåò áûòü äëèííåå íåñêîëüêèõ ñîò øòóê! Òî åñòü
ìîçã äîáèâàåòñÿ ñâîåé, ïðîñòèòå çà êàëàìáóð, ãîëîâîëîìíîé ñëîæíîñòè è ýôôåêòèâ-
íîñòè íå îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, êàê ñîâðåìåííûå
êîìïüþòåðû, à óäà÷íûìè ñâÿçÿìè ìåæäó ñâîèìè íåéðîíàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äëÿ
ðåøåíèÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è çàäåéñòâîâàòü öåïî÷êè íåáîëüøîé ãëóáèíû.

Â èñòîðèè íàóêè íåðåäêè ñëó÷àè, êîãäà ëþäè çàèìñòâîâàëè èíæåíåðíûå ðåøåíèÿ
ó ìàòóøêè-ïðèðîäû. Ìíîãèå æèâîòíûå, ñàìè òîãî íå ïîäîçðåâàÿ, ñòàíîâèëèñü ïðî-
îáðàçàìè êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ çäàíèé, ìàøèí è ïðî÷åé àïïàðàòóðû. Ïîýòîìó
íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ÷òî ëþäè ðåøèëè èñïîëüçîâàòü ñâîè çíàíèÿ î ñòðóêòóðå
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ìîçãà äëÿ òîãî, ÷òîáû èìèòèðîâàòü åãî ðàáîòó � à òàì, ÷åì ÷¼ðò íå øóòèò, ìîæåò,
êîìïüþòåð è ìûñëèòü íà÷í¼ò. . . Òàê è ïîÿâèëèñü èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè.1

� 2.2. Ïåðöåïòðîí
Íåéðîí ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà âîçáóæäàåòñÿ, åñëè ïîëó÷àåò äîñòàòî÷íî ìîùíûé

ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ. Ïðè ýòîì îí ìîæåò áûòü ñîåäèí¼í ñ íåñêîëüêèìè äðóãè-
ìè íåéðîíàìè, è èìïóëüñ ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ êàê ñóììàðíûé èìïóëüñ îò âõîäÿùèõ
íåéðîíîâ. Ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîãî íåéðîíà � ýòî ïåðöåïòðîí
(perceptron).

Ïåðöåïòðîí ðåàëèçóåò âûøåîïèñàííóþ ìîäåëü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Îí ïîä-
ñ÷èòûâàåò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ôîðìó îò ñâîèõ âõîäîâ è ñðàâíèâàåò å¼ ñ çàäàííûì
çíà÷åíèåì � ëèìèòîì àêòèâàöèè (threshold). Åñëè ó ïåðöåïòðîíà n âõîäîâ, òî â
í¼ì äîëæíû áûòü çàäàíû n âåñîâ w1, w2, . . . , wn è ëèìèò àêòèâàöèè w0. Ïåðöåïòðîí
âûäà¼ò 1, åñëè ëèíåéíàÿ ôîðìà îò âõîäîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè wi ïðåâûøàåò −w0 (ìè-
íóñ íóæåí, ÷òîáû ïåðåíåñòè w0 â ëåâóþ ÷àñòü óæå ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿). Èíà÷å ãîâîðÿ,
âûõîä ïåðöåïòðîíà o(x1, . . . , xn) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

o(x1, . . . , xn) =

{
1, åñëè w0 + w1x1 + . . . + wnxn > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü wi, i = 1..n, è w0, à ïðîñòî ïðåäïîëîæèì,

÷òî ó ïåðöåïòðîíà åñòü åù¼ îäèí âõîä x0, íà êîòîðûé âñåãäà ïîäà¼òñÿ åäèíèöà. Òîãäà
óñëîâèå ñðàáàòûâàíèÿ ïåðöåïòðîíà ìîæíî áóäåò çàïèñàòü êàê ∑n

0 wixi > 0.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ïðèìåðû ïåðöåïòðîíîâ.
Ìû áóäåì èçîáðàæàòü ïåðöåïòðîíû â âèäå óçëîâ ãðàôà, ïîìå÷àÿ èõ çíà÷åíèåì w0. Çíà-

÷åíèÿ wi ìû áóäåì óêàçûâàòü íà âõîäÿùèõ ð¼áðàõ.
Íà ðèñ.2.1 èçîáðàæ¼í îáùèé âèä ïåðöåïòðîíà, à òàêæå äàíû ïðèìåðû ïåðöåïòðîíîâ, êî-

òîðûå ðåàëèçóþò äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ. Äëÿ äèçúþíêöèè äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ëèìèò
àêòèâàöèè íèæå, ÷åì ëþáîé èç âåñîâ íà âõîäå; òîãäà åäèíèöà, ïîëó÷åííàÿ íà ëþáîì âõîäå,
ïðèâåä¼ò ê ñðàáàòûâàíèþ. À ÷òîáû ïîëó÷èëàñü êîíúþíêöèÿ n âõîäîâ, íóæíî óñòàíîâèòü òà-
êîé threshold, ÷òîáû ñóììà n − 1 âõîäà áûëà ìåíüøå íåãî, à ñóììà âñåõ n âõîäîâ � óæå
áîëüøå. È äèçúþíêöèÿ, è êîíúþíêöèÿ � ÷àñòíûå ñëó÷àè ôóíêöèé âèäà ¾m èç n¿, êîòîðûå
ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ ïåðöåïòðîíîì.

1Ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ïîñâÿù¼ííûõ áîëåå òî÷íîé èìèòàöèè ðàáîòû ìîçãà, ÷åì
òî, î ÷¼ì ìû áóäåì ãîâîðèòü â ýòîé ãëàâå. Îäíàêî èõ öåëü � íå ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìà-
øèííîãî îáó÷åíèÿ, à èññëåäîâàíèå ìûñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ ÷åëîâåêà. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ
ýòîé ïðîáëåìàòèêè.
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Ðèñ. 2.1. Ïðèìåðû ïåðöåïòðîíîâ: à � îáùèé âèä ïåðöåïòðîíà; á �
ïåðöåïòðîí, ðåàëèçóþùèé äèçúþíêöèþ; â � ïåðöåïòðîí, ðåàëèçóþùèé
êîíúþíêöèþ.

Îäèí ïåðöåïòðîí � ýòî óæå äîñòàòî÷íî ìîùíûé èíñòðóìåíò: îí ìîæåò ðåàëèçî-
âàòü ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü, ðàññåêàþùóþ ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Åñëè
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ïûòàåìñÿ ïðèáëèçèòü ïðè ïîìîùè íåéðîí-
íîé ñåòè) ïîçâîëÿåò ëèíåéíî îòäåëèòü ñâîè ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ îò îòðèöà-
òåëüíûõ (ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ÷òî âñå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ëåæàò ïî îäíó å¼ ñòîðîíó, à îòðèöàòåëüíûå � ïî äðóãóþ), òî âïîëíå äîñòàòî÷íî
áóäåò ñîçäàòü ñåòü èç îäíîãî ïåðöåïòðîíà.

Ìû îáúåäèíÿåì ïåðöåïòðîíû â ñåòè, ïîäàâàÿ âûõîäû îäíèõ ïåðöåïòðîíîâ íà âõî-
äû äðóãèõ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìîùíîé. Ôàêòè÷åñêè, óæå ñåòü ãëó-
áèíû 2 � ýòî âñ¼, ÷òî ìîæåò íàì ïîíàäîáèòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ëþáóþ áó-
ëåâñêóþ çàäà÷ó.

Òåîðåìà 2.1. Ëþáàÿ áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîñòðîåííîé èç
ïåðöåïòðîíîâ èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè ãëóáèíû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. óïðàæíåíèå 2. ¤

Ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå ïåðöåïòðîíîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ðåàëèçóþò èñêëþ÷è-
òåëüíî ëèíåéíûå ôóíêöèè. È êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñíîâà îêàçûâàþòñÿ
ëèíåéíûìè. À èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ êóäà áîëåå
àìáèöèîçíûõ çàäà÷. Íî äëÿ ýòîãî èì ïîòðåáóþòñÿ èíûå, áîëåå ìîùíûå ýëåìåíòû, î
êîòîðûõ ïîéä¼ò ðå÷ü íèæå. À ñåé÷àñ ìû âñïîìíèì îá îñíîâíîé ñòîÿùåé ïåðåä íàìè
çàäà÷å è ðàññìîòðèì îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà.

� 2.3. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà
Óæå ïîíÿòíî, ÷òî ïåðöåïòðîíû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà èñêëþ÷èòåëüíî âåñàìè

wi. Çíà÷èò, îáó÷åíèå äîëæíî çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû ïîäïðàâëÿòü ýòè âåñà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïîâåäåíèåì ïåðöåïòðîíà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ. Ïðè ýòîì, åñëè ïåðöåïòðîí
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Ðèñ. 2.2. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà: à � ïåðåä íà÷àëîì îáó÷åíèÿ; á �
ïîñëå ïåðâîãî øàãà îáó÷åíèÿ; â � ïåðöåïòðîí, ðåàëèçóþùèé äèçúþíê-
öèþ.

îòðàáîòàë ïðàâèëüíî, âåñà, ñêîðåå âñåãî, èçìåíèòüñÿ íå äîëæíû, à åñëè íåïðàâèëüíî,
òî äîëæíû ñäâèíóòüñÿ â ñòîðîíó æåëàåìîãî.

Áóäåì ïîêà ðàññìàòðèâàòü ñåòü èç îäíîãî ïåðöåïòðîíà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: íà-
ó÷èòü òàêóþ ñåòü ðàñïîçíàâàòü ÷àñòè÷íî çàäàííóþ áóëåâñêóþ ôóíêöèþ íà îñíîâàíèè
äàííûõ î òîì, êàê ñïðàâèëñÿ ïåðöåïòðîí ñ òåñòîâûìè äàííûìè.

Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì òàê è íàçûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå � ïðàâèëî îáó÷åíèÿ ïåð-
öåïòðîíà (perceptron training rule). Íà êàæäîì øàãå îáó÷åíèÿ âåñ wi èçìåíÿåòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

wi ← wi + η(t − o)xi,

ãäå t � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, o � âûõîä ïåðöåïòðîíà, η > 0 � íåáîëüøàÿ
êîíñòàíòà (îáû÷íî 0.05�0.2), êîòîðàÿ çàäà¼ò ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ.

Ï ð è ì å ð 2.2. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì îáó÷èòü ïåðöåïòðîí, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.2à, ðåàëèçîâû-

âàòü äèçúþíêöèþ ñâîèõ âõîäîâ. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû çíà÷åíèå è w1, è w2 ñòàëî áîëüøå
çíà÷åíèÿ ëèìèòà ñðàáàòûâàíèÿ w0. Ïóñòü η = 0.1, è ó íàñ åñòü ñëåäóþùèé íàáîð òåñòîâûõ
äàííûõ:

x1 = 0, x2 = 1 ⇒ t = 1,

x1 = 1, x2 = 0 ⇒ t = 1.

Ïåðâûé æå òåñò ïðèâåä¼ò ê îøèáêå: ïåðöåïòðîí âûäàñò o = −1, à èñêîìûé âûõîä � t = 1.
Òàêèì îáðàçîì, âåñà ïåðöåïòðîíà áóäóò ïîäïðàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 2.2á):

w0 ← w0 + η(t − 0)x0 = −0.6 + 0.1 · (1 − (−1)) · 1 = −0.4,

w1 ← w1 + η(t − 0)x1 = 0.3 + 0.1 · (1 − (−1)) · 0 = 0.3,

w2 ← w2 + η(t − 0)x2 = 0.4 + 0.1 · (1 − (−1)) · 1 = 0.6.

Â ïîëó÷åííîì ïåðöåïòðîíå îäèí èç âåñîâ íà âõîäå óæå áîëüøå, ÷åì ëèìèò àêòèâàöèè.
Îäíàêî âòîðîé òåñò ïîäà¼ò íà ýòîò âõîä íîëü, è ñíîâà âûÿñíèòñÿ, ÷òî ïåðöåïòðîí íå ñðàáîòàåò.
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PerceptronTraining(η, {x
j
i, t

j}n,m
i=1,j=1)

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi}
n
i=0 ìàëåíüêèìè ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè.

2. WeightChanged = true.
3. Ïîêà WeightChanged = true:

à) WeightChanged = false.
á) Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:

(i) Âû÷èñëèòü

oj =

{
1, åñëè w0 + w1x

j
1 + . . . + wnxj

n > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(ii) Åñëè oj 6= tj:
(A) WeightChanged = true.
(B) Äëÿ êàæäîãî i îò 0 äî n èçìåíèòü çíà÷åíèå wi ïî

ïðàâèëó
wi ← wi + η(tj − oj)xj

i.

4. Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0, w1, . . . , wn.

Ðèñ. 2.3. Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà.

Íà ýòîò ðàç âåñà ïðèä¼òñÿ èçìåíèòü òàê:
w0 ← w0 + η(t − 0)x0 = −0.4 + 0.1 · (1 − (−1)) · 1 = −0.2,

w1 ← w1 + η(t − 0)x1 = 0.3 + 0.1 · (1 − (−1)) · 1 = 0.5,

w2 ← w2 + η(t − 0)x2 = 0.6 + 0.1 · (1 − (−1)) · 0 = 0.6.

Ïîëó÷åííûé ïåðöåïòðîí (ðèñ. 2.2â) ðåàëèçóåò äèçúþíêöèþ ñâîèõ âõîäîâ è ãîòîâ ê äàëü-
íåéøåìó èñïîëüçîâàíèþ.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îäíîé èòåðàöèè ïî âñåì òåñòîâûì ïðèìåðàì áóäåò íåäî-
ñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïðàâèòü êàæäóþ îøèáêó (åñëè áû â ïðèìåðå 2.2 η áûëà
áû ðàâíà íå 0.1, à 0.01, âåñà áûëè áû èñïðàâëåíû â íóæíóþ ñòîðîíó, íî íåäîñòàòî÷-
íî). Ïîýòîìó íóæíî çàïóñêàòü àëãîðèòì ïî èìåþùèìñÿ òåñòîâûì ïðèìåðàì äî òåõ
ïîð, ïîêà î÷åðåäíîé ïðîãîí àëãîðèòìà ïî âñåì òåñòàì íå îñòàâèò âñå âåñà íà ìåñòå.
Îäíî ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà êî âñåì òåñòîâûì ïðèìåðàì íàçûâàåòñÿ ýïîõîé (epoch).
Ïîëó÷èâøèéñÿ àëãîðèòì èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 2.3. Íà âõîä åìó ïîäà¼òñÿ íàáîð èç m

òåñòîâûõ ïðèìåðîâ {x
j
i, tj} è ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ η, à íà âûõîäå ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ

wi ïåðöåïòðîíà, êîòîðûé ëèíåéíî ðàçäåëÿåò ýòè òåñòîâûå ïðèìåðû.
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Â ëèñòèíãå 2.1 ïðèâåä¼í êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Python, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò îáó-
÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà. Íà âõîä ïîäàþòñÿ çíà÷åíèå η è ìàññèâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ
â ôîðìàòå [tj, x

j
1, . . . , x

j
n]. Â ñòðîêå 4 çíà÷åíèÿ âåñîâ èíèöèàëèçèðóþòñÿ íåáîëüøèìè

ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè. Â ñòðîêå 9 ìû ÷èòàåì ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ è çàìåíÿåì
äëÿ óäîáñòâà tj íà åäèíèöó, òî åñòü íà x

j
0. Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà � ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ

ðåàëèçîâàííîé ïîäïðîãðàììû; íà âûõîäå äîëæíî ïîëó÷àòüñÿ íå÷òî âðîäå ïåðöåï-
òðîíà, ðåàëèçóþùåãî êîíúþíêöèþ òð¼õ âõîäîâ (¾íå÷òî âðîäå¿, ïîòîìó ÷òî ôóíêöèÿ
çàäàíà ÷àñòè÷íî, è âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ êîìáèíàöèÿõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ ðåçóëüòàò áóäåò íå èäåàëüíûì).

Ë è ñ ò è í ã 2.1. Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà íà ÿçûêå Python.
1 def PerceptronTraining(eta,x):

import random
w=[]
for i in range(len(x[0])): w.append((random.randrange(-5,5))/50.0)

5 WeightsChanged=True
while (WeightsChanged==True):

WeightsChanged=False
for xj in x:

t,o,curx=xj[0],0,[1]+xj[1:len(xj)]
10 for i in xrange(len(w)): o+=w[i]*curx[i]

if o>0: o=1
else: o=-1
if (o==t): continue
WeightsChanged=True

15 for i in xrange(len(w)): w[i]+=eta*(t-o)*curx[i]
return w

Àëãîðèòì íà ðèñ. 2.3 ñõîäèòñÿ ê ïðàâèëüíîìó ïåðöåïòðîíó âñåãäà, êîãäà ýòî âîç-
ìîæíî.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê C1 ⊂ {0, 1}n ìîæíî â {0, 1}n

îòäåëèòü ãèïåðïëîñêîñòüþ îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê C2 ⊂ {0, 1}n, òî
àëãîðèòì íà ðèñ. 2.3 çà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî øàãîâ âûäà¼ò ïàðàìåòðû ïåð-
öåïòðîíà, êîòîðûé óñïåøíî ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà C1 è C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäû ïðèíàäëåæàò ê îòäåëèìûì
ãèïåðïëîñêîñòüþ ìíîæåñòâàì; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u (íîðìàëü
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ê òîé ñàìîé ãèïåðïëîñêîñòè), ÷òî
∀x ∈ C1 u>x > 0,

∀x ∈ C2 u>x < 0.

Öåëü îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà � ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âåñà ïåðöåïòðîíà w îáðàçîâûâàëè
òàêîé âåêòîð u.

Ïðåæäå âñåãî çàìåíèì C2 íà −C2 = {−x | x ∈ C2}. Ýòî ïîçâîëèò íàì îáúåäèíèòü
äâà íåðàâåíñòâà â îäíî:

∀x ∈ C w>x > 0,

ãäå C = C1 ∪ (−C2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w0, w1, . . . âåêòîðû âåñîâ ïåðöåïòðîíà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòà-

ïàõ îáó÷åíèÿ, ÷åðåç x0, x1, . . . � âåêòîðû òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïðåäïîëîæèì (áåç ïîòå-
ðè îáùíîñòè), ÷òî w0 = 0, âñå òåñòîâûå ïðèìåðû ïðèíàäëåæàò C, è íà âñåõ òåñòîâûõ
ïðèìåðàõ (wk)>xk < 0, ò.å. ïåðöåïòðîí íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòîì (åñëè îí ñïðàâëÿ-
åòñÿ ñ òåñòîì, òî âåñà ïåðöåïòðîíà íèêàê íå ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó òàêèå òåñòû ìîæíî
ïðîñòî èñêëþ÷èòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Â òàêîì ñëó÷àå íàøå ïðàâèëî îáó÷åíèÿ
âûãëÿäèò êàê

wk+1
i = wk

i + ηxk
i ,

è ëåãêî âèäåòü, ÷òî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

wk = η

k−1∑

j=0

xj.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü äâå ñåðèè ïðîòèâîïîëîæíûõ
îöåíîê íà äëèíó âåêòîðîâ ‖wi‖ è ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå ìîãóò îáå èìåòü ìåñòî äî
áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâ
èç äâóõ ôèêñèðîâàííûõ ëèíåéíî îòäåëèìûõ ìíîæåñòâ ðàíî èëè ïîçäíî çàêîí÷èòñÿ,
ò.å. âñå ïîñëåäóþùèå òåñòû ïåðöåïòðîí áóäåò ïðîõîäèòü óñïåøíî (íàïîìèíàåì, ÷òî
ýòè òåñòû èñêëþ÷åíû èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ).2

Ðàññìîòðèì âåêòîð u, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì, è îáîçíà÷èì
α = min

j
u>xj

(çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ðàçíûõ òåñòîâ êîíå÷íîå ÷èñëî).
2Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî ¾êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâ¿ çàêîí÷èòñÿ â ëþáîì ñëó÷àå; íî íà-

ïîìíèì, ÷òî íàø àëãîðèòì ïîâòîðÿåò òåñòû äî òåõ ïîð, ïîêà ïåðöåïòðîí íå íàó÷èòñÿ ïðîõîäèòü èõ
âñå. Ðå÷ü èä¼ò ëèøü î òîì, ÷òî â ýòîé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåñòîâ ó÷àñòâóåò
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ xi.
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Òîãäà

u>wk+1 = ηu>
k∑

j=0

xj ≥ ηαk.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ‖x‖2‖y‖2 ≥ (x · y)2:

‖u‖2‖wk+1‖2 ≥ (ηαk)2, ‖wk+1‖2 ≥ (ηαk)2

‖u‖2
.

Èíûìè ñëîâàìè, íà êàæäîé èòåðàöèè äëèíà âåêòîðà wk âîçðàñòàåò ïî êâàäðàòè÷-
íîìó çàêîíó (ïðîïîðöèîíàëüíî k2). Îñòàëüíûå ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà �
êîíñòàíòû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, wk+1 = wk + ηxk. Ïîñêîëüêó (wk)>xk < 0,
‖wk+1‖2 = ‖wk‖2 + 2η(wk)>xk + η2‖xk‖2 ≤ ‖wk‖2 + η2‖xk‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖wk+1‖2 − ‖wk‖2 ≤ η2‖xk‖2. Ñóììèðóÿ ïî k, èìååì:

‖wk+1‖2 ≤ η2

k∑

j=0

‖xk‖2 ≤ η2βk,

ãäå β = maxj ‖xj‖2 (ìû îïÿòü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ êîíå÷íîå
÷èñëî).

Èòàê, ó íàñ ïîëó÷èëèñü äâå îöåíêè:
(ηα)2

‖u‖2
k2 ≤ ‖wk+1‖2 ≤ η2βk.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ñ ðîñòîì k (k � ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî) ýòè îöåíêè
âîéäóò â ïðîòèâîðå÷èå äðóã ñ äðóãîì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíå-
íèÿ îäíèõ è òåõ æå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé: ðàíî èëè ïîçäíî
âñå ïðèìåðû, åñëè ýòî áûëî âîîáùå âîçìîæíî, áóäóò ïåðöåïòðîíîì ïðîõîäèòüñÿ ïðà-
âèëüíî.

¤


